
Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 1

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −2mv4 cos kx. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå êîîðäèíàòó ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà åå ñêîðîñòü ñîñòàâëÿëà v0/2.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ(ẋ + ẏ)− sinx + y + tẏ. Èçâåñòíî,
÷òî x(0) = 0, ẋ(1) = 1, y(1) = 0, ẏ(1) = 1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ2/r2 − U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = x2 + 3/x2. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + ẋẏ − x2 − y. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ+η, y = −2η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 3/r2 + 3r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 3m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0/2, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ
îñêîëêîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òÿæåëûõ ÷àñòèö ïî
çíà÷åíèÿì èõ ñêîðîñòè. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 2/r6. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 2

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −4mv−4 sinx. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå êîîðäèíàòó ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà åå ñêîðîñòü ñîñòàâëÿëà αv0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ(x + y) + ẏ2 − 3x2 + 4ty. Èçâåñòíî,
÷òî x(0) = 1, y(0) = 2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2/x + ẏż/x2.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 2, ẏ(0) = 2, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 2ṙ2/r4 − ṙA(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 2x + 1/x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + 2ẏ2 − 3xy2. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ +η, y = ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 2/r − 3/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 4. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 3m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ëåãêèõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì
èõ èìïóëüñà. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 3/r5. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 3

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −3mαv2(t2− t20). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = 2v0. Íàéäèòå ñêîðîñòü ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè 3t0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ(3x2 + 2ẋ + 3t) + ẋẏ + ẏ2 + t2 ln t.
Èçâåñòíî, ÷òî x(1) = 0, ẋ(0) = −2, y(2) = 0, ẏ(1) = −1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = x6ẋ2 + 3x2ẏż.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ4/r5−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = tg2 2x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẋ2 + ẏ2 + xy2. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ+2η, y = ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 3/r2 − r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 6m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òÿæåëûõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì
èõ èìïóëüñà. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 5/r8. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 4

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −4mv−4 sinx. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå êîîðäèíàòó ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà åå ñêîðîñòü ñîñòàâëÿëà αv0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋẏx + 3x2 + x2ẋ + t4. Èçâåñòíî, ÷òî
x(0) = 1, ẋ(0) = −2, y(2) = 0, ẏ(1) = −1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + 2ẏżex.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 1.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ2/r3 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 2x6. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå ïåðèîä
äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋ2 − xẏ2 + xy − 4x. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ +η, y = ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −2/r − 4/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 2. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 5m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ 5v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ëåãêèõ ÷àñòèö ïî ïðîåêöèÿì
èõ èìïóëüñà íà íàïðàâëåíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå èñõîäíîìó äâèæåíèþ. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì
âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 4/r7. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 5

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −3mαv3(t3 +1). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå ñêîðîñòü ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè 2t0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẏ(ẏ + 6t + y4) + ẏż + ż2 + t2 sin t.
Èçâåñòíî, ÷òî y(2) = 0, ẏ(0) = 0, z(2) = 0, ż(1) = −1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ż2 + 2ẏẋe2z.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ4/r2−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 2x + 3/x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋ2 − xẏ2 + x(y + 3). Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ−η, y = 2ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −2/r2 + 3r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 2. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 4. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 3m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîëêîâ
m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òÿæåëûõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì èõ
èìïóëüñà. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 7/r4. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 6

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −mα sin t/vev. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = 2v0. Íàéäèòå ñêîðîñòü ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè 4t0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋ(ẋ+3ẏ)+ y− cosx+ tẏ. Èçâåñòíî,
÷òî x(0) = 0, ẋ(1) = 2, y(1) = 0, ẏ(1) = 1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2x2ẏż + x6ẋ2.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 4ṙ2/r2 − ṙA(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = th2 3x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ(ẋ − ẏ) − 2x2 + y. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ+η, y = −2η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −3/r + 3/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 2m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0/2, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ëåãêèõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì
èõ èìïóëüñà. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 6/r9. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 7

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −2mx4/ cos(v2). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå êîîðäèíàòó ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà åå ñêîðîñòü ñîñòàâëÿëà βv0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋẏx+4t3 sin t+x2 +x3ẋ. Èçâåñòíî,
÷òî x(0) = 1, ẋ(0) = −1, y(2) = 0, ẏ(1) = −1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẏ2/y + ẋż/y.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ2/r5 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 5x8. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå ïåðèîä
äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋẏ + 2ẋ2 + x2 − 2y. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ +η, y = 3η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −3/r2 − 2r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −5/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 7m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òÿæåëûõ ÷àñòèö ïî ïðîåêöèÿì
èõ èìïóëüñà íà íàïðàâëåíèå èñõîäíîãî äâèæåíèÿ. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â
ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 9/r6. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 8

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −mx5/(v2− v2
0). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå êîîðäèíàòó ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà åå ñêîðîñòü ñîñòàâëÿëà αv0.
2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ(x + 2z) + ż2 + x2 + 4t2z. Èçâåñòíî,

÷òî x(0) = 1, z(0) = 1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.
3.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä (ż2 + ẏẋ)/z. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäè-

íàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.
4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 2ṙ2/r2 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n

ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = x2 − 4/x2. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋ2 + 2ẏ2 − xy2. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ+η, y = 2ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 2/r + 6/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 1/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 2. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 6m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0/2, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ëåãêèõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì
èõ ñêîðîñòè. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 8/r5. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 9

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −mα tg t/v3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = 2v0. Íàéäèòå ñêîðîñòü ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè 10t0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (1/x2 + ẋ + t2)ẋ + ẋẏ + 2ẏ2 + t2.
Èçâåñòíî, ÷òî x(0) = 0, ẋ(0) = −2, y(2) = 0, ẏ(1) = −1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẋ2/x + ẏż/x2.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 1, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 1.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ4/r7−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = cth2 4x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẋ2 + 2ẏ2 − 3x2y. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξη, y = ξ +η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 1/r2 + 5r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 9m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîëêîâ
m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òÿæåëûõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì èõ
ñêîðîñòè. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 3/r11. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 10

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −m(x0−x)5 ctg(v2−v2
0). Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå êîîðäèíàòó ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà åå ñêîðîñòü ñîñòàâëÿëà
αv0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ż + ẏ)ż− sin z + 2y + 2tẏ. Èçâåñòíî,
÷òî z(0) = 0, ż(1) = 2, y(1) = 0, ẏ(1) = 1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ4/r6−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = tg2 3x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + 2xẏ2 + xy + x. Ââåäåì íî-
âûå êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −2ξ + η, y = ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 3/r + 7/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 5. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 6m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ 2v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ëåãêèõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì
èõ èìïóëüñà. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 2/r10. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 11

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −mαet/v5. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = 2v0. Íàéäèòå ñêîðîñòü ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè 2t0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẏ(ẏ + t + cos y) + ẏż + ż2 + t2 cos t.
Èçâåñòíî, ÷òî y(1) = 0, ẏ(0) = 0, z(2) = 0, ż(1) = −1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẏ2/y + 2ẋż/y2.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 1, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 1, ż(0) = 1.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ2/r6−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 2x2− 8/x2. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = −2ẋ2 + xẏ2−xy + 2x. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ +η, y = ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 1/r2 − 3r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 2. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 4m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ëåãêèõ ÷àñòèö ïî ïðîåêöèÿì
èõ ñêîðîñòè íà íàïðàâëåíèå èñõîäíîãî äâèæåíèÿ. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â
ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 4/r6. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 12

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −mα exp(v2)et/v. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = 2v0. Íàéäèòå ñêîðîñòü ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t1.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1(q1 + q̇1 + 3t) + q̇1q̇2 + 4t2 + q̇2
2.

Èçâåñòíî, ÷òî q1(1) = 0, q̇1(0) = −1, q2(2) = 0, q̇2(1) = −1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.
3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẏ2/y + ẋż/y.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ4/r8−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = −x− 5/x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2− ẋẏ−x2−y. Ââåäåì íîâûå êîîð-
äèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −2ξ − η, y = −η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −1/r + 3/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 1. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 2m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ 2v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òÿæåëûõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì
èõ èìïóëüñà. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 4/r6. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 13

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −m/v2√x− x0. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå êîîðäèíàòó ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà åå ñêîðîñòü ñîñòàâëÿëà αv0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (x− 4y)ẏ + ẋ2− y2 + tx/2. Èçâåñòíî,
÷òî x(0) = 3, y(0) = 2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 4ṙ2/r4 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 1/ cos2 4x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋẏ+ ẏ2−y+2x2. Ââåäåì íîâûå êîîð-
äèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −2η, y = 2ξ + η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 3/r2 − 2r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 6m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òÿæåëûõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì
èõ èìïóëüñà. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 6/r8. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 14

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −mv8√x0 − x. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå êîîðäèíàòó ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà åå ñêîðîñòü ñîñòàâëÿëà βv0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1(q̇1 + q̇2)− eq1 + q2 + tq̇2. Èçâåñòíî,
÷òî q1(0) = 0, q̇1(2) = 1, q2(2) = 0, q̇2(2) = 1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = yẏ + ẋ2/x + ẏż/x2.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ3/r8−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 4x10. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẋ2 + 2ẏ2 + xy2. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξη, y = ξ−η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 2/r − 1/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 3/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 5m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òÿæåëûõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì
èõ ýíåðãèè. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 5/r7. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 15

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = − tg(v2)et/v. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = 2v0. Íàéäèòå ñêîðîñòü ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè αt0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ(ẋ + t + x4/2) + 2ẋż + 3ż2 + t2.
Èçâåñòíî, ÷òî x(2) = 0, ẋ(0) = 0, z(2) = 0, ż(1) = −1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ6/r6−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 1/ ch2 5x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + ẏ2 + 4xy2. Ââåäåì íîâûå êîîð-
äèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = 2ξ + η, y = −ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −1/r2 − r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 4. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 3m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òÿæåëûõ ÷àñòèö ïî ïðîåêöèÿì
èõ ñêîðîñòè íà íàïðàâëåíèå èñõîäíîãî äâèæåíèÿ. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â
ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 4/r6. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 16

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −v6 cos kx. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå êîîðäèíàòó ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà åå ñêîðîñòü ñîñòàâëÿëà βv0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2xẋẏ + x2 + xẋ + t4 ln t. Èçâåñòíî,
÷òî x(0) = 1, ẋ(0) = 1, y(2) = 0, ẏ(1) = −1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 2ṙ4/r3 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 4x + 6/x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 3ẋ2 + xẏ2 + xy + 4x. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −ξ + η, y = −2ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −2/r − 4/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 3. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 2m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0/2, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ëåãêèõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì
èõ ýíåðãèè. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 7/r9. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 17

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −2αv2(t3 − t30). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = 3v0. Íàéäèòå ñêîðîñòü ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè 3t0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẏ(z+sin y)+ ż2−3y2 +4tz. Èçâåñòíî,
÷òî y(0) = 1, z(0) = 2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ż2/z + zż + 2ẋẏ/z2.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 5ṙ4/r5 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 6x6. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå ïåðèîä
äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = −ẋ2 + xẏ2 + 3xy − 4x. Ââåäåì
íîâûå êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ + η, y = 2ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −3/r2 + 6r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 3. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 5m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òÿæåëûõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì
èõ èìïóëüñà. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 4/r4. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 18

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −4mv−6 sinx. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå êîîðäèíàòó ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà åå ñêîðîñòü ñîñòàâëÿëà βv0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ(2ẋ + ẏ) + 2yt− x2 + t2ẏ. Èçâåñòíî,
÷òî x(0) = 0, ẋ(1) = 1, y(1) = 0, ẏ(1) = 1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (q̇1
2 + q̇2q̇3)/q1.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
q1(0) = 1, q̇1(0) = 2, q2(0) = 1, q̇2(0) = 1, q3(0) = 0, q̇3(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ4/r6 − ṙA(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 8x2 +8/x2. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 − ẋẏ + 4x2 − y. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = 2ξ−η, y = η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 5/r + 6/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 4m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òÿæåëûõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì
èõ èìïóëüñà. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 9/r7. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 19

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −3mαv3(t4 +1). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå ñêîðîñòü ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè 2t0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2q̇1(2q̇1 + t2 + q1) + q̇1q̇2 + q̇2
2 + 1/t2.

Èçâåñòíî, ÷òî q1(1) = 0, q̇1(0) = 0, q2(2) = 0, q̇2(1) = −1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.
3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ6/r4 − ṙA(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 1/ sh2 4x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + 2ẋẏ + x2 − y. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ+3η, y = 2η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 4/r2 − r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 1. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 5. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 7m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0/2, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ
îñêîëêîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òÿæåëûõ ÷àñòèö ïî
çíà÷åíèÿì èõ ýíåðãèè. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 4/r7. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 20

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −mx5/ cos(v2). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå êîîðäèíàòó ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà åå ñêîðîñòü ñîñòàâëÿëà βv0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẏ/t+(ẋ+2ẏ)ẋ−x4−y/t2. Èçâåñòíî,
÷òî x(0) = 0, ẋ(1) = 1, y(1) = 0, ẏ(1) = 1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ2/r10−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîá-
ðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 1/ sin2 6x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẋ2 +2ẏ2−xy2. Ââåäåì íîâûå êîîð-
äèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = 2ξ + η, y = −ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 1/r − 3/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 3/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 2. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 1. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 6m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîëêîâ
m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ëåãêèõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì èõ
ñêîðîñòè. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 6/r12. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 21

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −mα sin t/vev. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå ñêîðîñòü ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè 5t0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4żẏz + z2 + z2ż + t2. Èçâåñòíî, ÷òî
z(0) = 2, ż(0) = −2, y(2) = 0, ẏ(1) = −1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = q̇1
2/q1 + q̇2q̇3/q2

1.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
q1(0) = 1, q̇1(0) = 1, q2(0) = 1, q̇2(0) = 1, q3(0) = 0, q̇3(0) = 1.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ8/r2−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 3x2− 3/x2. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 − 3ẏ2 + xy2. Ââåäåì íîâûå êîîð-
äèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = 2ξ + η, y = −ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −2/r2 − 8r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 3. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 5m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ 4v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ëåãêèõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì
èõ ñêîðîñòè. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 5/r4. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 22

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −x7/(v2 − v2
0). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå êîîðäèíàòó ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà åå ñêîðîñòü ñîñòàâëÿëà αv0.
2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ(y + x/(x2 + 1)) + 2ẏ2 − x2 + t2y.

Èçâåñòíî, ÷òî x(0) = 1, y(0) = 2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.
3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (5ẋ2 + 2ẏż + ẋ)/x.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 1.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 5ṙ4/r5 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = −x− 6/x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋ2 − 2xẏ2 + xy − x. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ+η, y = −ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −2/r + 2/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 4. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 1. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 5m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0/3, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ëåãêèõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì
èõ èìïóëüñà íà íàïðàâëåíèå èñõîäíîãî äâèæåíèÿ. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â
ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 4/r6. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 23

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −mα ctg t/v3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = 2v0. Íàéäèòå ñêîðîñòü ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè 5t0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ(ẋ + 2ẏ)− 1/x + y + tẏ. Èçâåñòíî,
÷òî x(0) = 0, ẋ(1) = 1, y(4) = 0, ẏ(4) = 2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẏ2/y + ż + ẋż/x.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = ṙ2/r12−U(r), ãäå U(αr) = αnU(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n ïðåîá-
ðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë äâèæå-
íèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = ctg2 8x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = −4ẋ2 + 4ẏ2− xy2. Ââåäåì íîâûå êî-
îðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −2ξ+η, y = ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −1/r − 1/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = 2/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 4. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 3m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0/2, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ
îñêîëêîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òÿæåëûõ ÷àñòèö ïî
ïðîåêöèÿì èõ èìïóëüñà íà íàïðàâëåíèå èñõîäíîãî äâèæåíèÿ. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà
÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 6/r4. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Âàðèàíò 24

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −m(x0−x)4 ctg(v2−v2
0). Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = v0. Íàéäèòå êîîðäèíàòó ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà åå ñêîðîñòü ñîñòàâëÿëà
βv0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋẏx + x2 + x6ẋ + t. Èçâåñòíî, ÷òî
x(0) = 1, ẋ(0) = −2, y(2) = 0, ẏ(1) = −2. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 6ṙ4/r2 − ṙA(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíîå ïîëå). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 1/ sh2 8x. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + 2ẋẏ − 4x2 − y. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ +2η, y = η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 2/r − 8/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 2. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 2. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 2m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0/4, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ
îñêîëêîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òÿæåëûõ ÷àñòèö ïî
çíà÷åíèÿì èõ ñêîðîñòè. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 4/r5. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �14
Ñâîéñòâà ïó÷êîâ ÷àñòèö

Âàðèàíò 25

1. Íà ÷àñòè÷êó ìàññîé m, äâèæóùóþñÿ âäîëü îñè x, äåéñòâóåò ñèëà F = −mαe2t/v5. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè x(0) = 0, v(0) = 2v0. Íàéäèòå ñêîðîñòü ÷àñòè÷êè â ìîìåíò âðåìåíè 4t0.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ(x2+2y)+2ẏ2−4x2+y/t4. Èçâåñòíî,
÷òî x(0) = 1, y(0) = 1. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.

3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = (ẋ2 + ẏż)/x.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñèñòåìû îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
x(0) = 1, ẋ(0) = 2, y(0) = 1, ẏ(0) = 1, z(0) = 0, ż(0) = 4.

4. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòèöû L = 7ṙ2/r7 − ṙ4A(r), ãäå A(αr) = αnA(r) (îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ). Ïðè êàêîì n
ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ r′ = k1r, t′ = k2t íå ìåíÿåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñèñòåìû? Óêàæèòå ÿâíûé âèä ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îñòàâëÿþùåãî íåèçìåííûì âèä äåéñòâèÿ è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë
äâèæåíèÿ.

5. ×àñòè÷êà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U(x) = 10x12. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Èçîáðàçèòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

6. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = −2ẋ2 − xẏ2 + xy + x. Ââåäåì
íîâûå êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −ξ − η, y = −ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

7. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 8/r2 + 4r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3/r. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè åå ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì 30◦ ê íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ïîëÿ è ðàâíà 3. Ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïðè ýòîì ðàâíî 3. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïîëÿ?

9. ×àñòèöû ìàññîé 2m, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ 2v0, ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îñêîëêà. Ìàññà áîëåå ëåãêèõ îñêîë-
êîâ m, èõ ñêîðîñòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ ðàâíà v0. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òÿæåëûõ ÷àñòèö ïî çíà÷åíèÿì
èõ èìïóëüñà. Ñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âûëåòà ÷àñòèö â ö-ñèñòåìå èçîòðîïíûì.

10. Ïó÷îê ÷àñòèö ìàññîé m = 2, èìåþùèõ ñêîðîñòü v = 1, ðàññåèâàåòñÿ â ïîëå U = 5/r7. Íàéäèòå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû.
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